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1. Einleitung

Dieses Papier dient dazu, einige unterschiedliche quantitative Begriffe zur Genauigkeit in Beziehung
zueinander zu setzen. Insbesondere wird der Ubergang von den MaBen, die die Funktionsfihigkeit eines
Werkstiickes oder Bauteils sicherstellen (zuldssige Abmal3e, Toleranzen), zu den MaBien, die die Quali-
tit des Messprozesses bei der Ubertragung der Sollgeometrie charakterisieren (Standardabweichung),
erliutert. Es wird herausgearbeitet, dass Toleranzen und Standardabweichungen strikt zu unterscheiden
sind und dass die Frage, welches Messverfahren zur Einhaltung gewisser Genauigkeitsvorgaben ver-
wendet werden sollte, ganz analytisch beantwortet werden kann.

2. Messunsicherheit

Bei jeder Messung treten zufallige Abweichungen ¢ und systematische Abweichungen § auf. Dadurch
unterscheidet sich der Messwert X vom wahren Wert X:

X-X=6+c¢ (1)

Die zufilligen Abweichungen, die mindestens im Rahmen der Auflosung schwanken, kennzeichnen die
Prézision der Messung und die systematischen Abweichungen die Richtigkeit (Abb. 1). Die zufdlligen
Abweichungen mitteln sich bei einer grolen Anzahl n an Wiederholungsmessungen heraus, bei unend-
lich vielen Messungen nihert sich damit der Mittelwert aus allen Messungen X dem Erwartungswert p:
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Abb. 1: Prizision, Auflésung und Richtigkeit einer Messung (hier fiir eine zweidimensionale Mess-
grofle; Witte und Sparla, 2015, S. 690)
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Sehr hdufig — so auch in der Ingenieurgeodésie — wird versucht, die systematische Abweichung 6 durch
Kalibrierung der Messinstrumente, eine geschickte Messanordnung oder durch einen geeigneten Aus-
werteprozess moglichst klein zu halten. Dieses gelingt allerdings nicht vollstédndig, sodass eine kleine
restliche Systematik verbleibt. Diese wird dann allerdings als zufillig aufgefasst und mit den zufélligen
Abweichungen gemeinsam betrachtet (Messabweichung).

Die Messabweichungen folgen unter bestimmten Voraussetzungen, die sehr hiufig erfiillt sind, der Nor-
malverteilung: die Wahrscheinlichkeit flir positives und negatives Vorzeichen der Messabweichung ist
gleich groB und kleine Messabweichungen sind hiufiger als groBe Messabweichungen. Dann benétigt
man nur die Standardabweichung ¢, um die Genauigkeit der Messung zu beschreiben. ¢ ist durch theo-
retische Analyse des Messvorganges oder aus Erfahrungswerten bekannt oder empirisch zu ermitteln.

Das Ergebnis einer Messung (X bzw. X bei Mehrfachmessungen) stimmt aufgrund der o.a. Abweichun-
gen nicht mit dem gesuchten Erwartungswert u iiberein. Uber die Standardabweichung (ay bzw. o5 bei
Mehrfachmessungen) ldsst sich aber ein Intervall (Vertrauensintervall) formulieren, in dem y mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit 1 — a liegt (siche Abb. 2):
PX—k-oy<u<X+k-ox}=1-aq, 3)
PIX—k-og<pu<X+k-og}=1-a. 4)

So liegt 4 mit einer Wahrscheinlichkeit
e von 95.0% im Intervall von £1.96 - 65 um X (k = 1.96, @ = 5.0%),
e von 99.0% im Intervall von +2.58 - o5 um X (k = 2.58,a = 1.0%),
e von 99.7% im Intervall von +3.00 - 65 um X (k = 3.00,a = 0.3%).

99.7%

99.0%

95.0%

p-3c p—2c p—c o) p+ o p+2c p+3c

Abb. 2: Standardabweichung, Normalverteilung, Erwartungswert

Die Wahl von a hingt zum einen davon ab, wie kritisch eine groBere tatsdchliche Abweichung ist (Ri-
sikoabschétzung). Zum anderen spielt das Verhéltnis von Messaufwand (kleineres o bedeutet hohere
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Kosten) zum Nachbesserungsaufwand (bspw. nachtrigliche Ausrichtung einer bereits montierten Ma-
schine) eine Rolle.

Anmerkung: Genauigkeitsangaben im Maschinenbau

Im Maschinenbau werden i.d.R. Sensoren verwendet, bei denen Messgenauigkeiten nicht als Stan-
dardabweichungen, sondern als Maximal Permissable Error (MPFE) oder MPE/2 angegeben werden.
Diese beschreiben maximal zuléssige Abweichungen vom wahren Wert einer Messung. Da diese Mess-
abweichungen vom Messinstrument zwingend einzuhalten sind, gilt hier theoretisch eine Irrtumswahr-
scheinlichkeit von @ = 0%. Beim MPFE wird weiterhin nicht nach zufdlligen und systematischen Ab-
weichungen differenziert, wie in der Geodasie iiblich (siche Gl. 1).

Unter zwei Annahmen lésst sich der MPE dennoch in eine Standardabweichung umrechnen: Die Mess-

abweichungen sind gendhert als zufdllig anzusehen und fiir den MPE gilt eine Irrtumswahrscheinlichkeit

von a = 0.3%. Daraus folgt nach Abb. 2: 0 = g.

3. Toleranzen und Abmalfie

Maschinen und Bauwerke — oder auch Teile davon — werden geometrisch am Computer konstruiert. Die
sich daraus ergebenden Malle werden als Sollmafle oder Nennmal3e bezeichnet. Damit die Funktionsfa-
higkeit der Bauwerks- oder Maschinenteile noch gewéhrleistet ist, diirfen die nach der Herstellung real
vorliegenden Malle von diesen SollmaBlen um bestimmte Betrédge abweichen (oberes und unteres Abmaf}
Ao und A,). Diese MalBie resultieren also aus den Anforderungen an die Funktionsfdahigkeit und nicht aus
dem Messprozess.

Oberes und unteres Abmal} ergeben zusammen die Malitoleranz T (siche Abb. 3). Es sei hier kurz ange-
merkt, dass 4, und A, nicht immer gleich groB sein miissen. Soll bspw. ein Werkstiick in eine Bohrung
eingefiigt werden, darf es nur wenig groBer als das SollmaB sein, weil es sonst nicht mehr in die Bohrung
passt. Ist es aber kleiner, flihrt dieses ,,nur” zu einer Vergroferung des Spiels. Da die Normalverteilung
immer symmetrisch ist, konnen keine unterschiedlich grofBen Abmalie 4, und 4, durch die Standardab-
weichung beschrieben werden. Daher ist fiir die Ableitung der Standardabweichung aus der Malf3tole-
ranz, die im Kapitel 4 besprochen wird, im Falle unterschiedlich grofler Abmalle dann zunéchst
T = 2-min{A,, A,} zu berechnen.

Mindestmal} G, und Hochstmall G, ergeben sich aus dem Sollmafl und den o.g. Abmaflen 4, und A,.
Das IstabmaB 4; beschreibt die Abweichung zwischen Istmal3 7/ und Nennmal3 N bzw. Sollma8 S.

Aufgabe des Messprozesses bei der Einrichtung der Bauwerks- oder Maschinenteile ist es nun, die Ge-
nauigkeit so auszulegen, dass die zuldssigen Abweichungen A, und A, eingehalten werden. Wie man
sieht, taucht hier ein Problem auf: Wéhrend A, und A, zwingend einzuhalten sind, damit die Maschine
oder das Bauwerk funktioniert (also 100% Sicherheit), kann man aufgrund der Unsicherheit der Mes-
sung, wie sie im Kapitel 2 dargestellt ist, nur Wahrscheinlichkeiten < 100% erreichen. Je weiter man
sich 100% anndhern will, desto kleiner muss & sein, und die Messung wird damit immer teurer.
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Abb. 3: Toleranzen und Abmale, angelehnt an Witte und Sparla (2015, S. 696)

4. Ableitung der Standardabweichung aus der Maftoleranz

Die SollmaBie sowie oberes und unteres AbmaB sind aus der Konstruktion der Maschine oder des Bau-
werks bekannt. Damit liegt auch die einzuhaltende Maftolerenz fest. Wie aus diesen Angaben die Stan-
dardabweichung des Messverfahrens zur Realisierung der Maschine oder des Bauwerks abgeleitet wer-
den kann, wird nachfolgend dargestellt. Aus diesen Darstellungen resultiert auch unmittelbar die Ent-
scheidung, welches Messverfahren zur Losung der Aufgaben eingesetzt werden sollte.

Zunichst ist dabei zu bedenken, dass nach dem Messprozess noch weitere Schritte bis zur fertigen Ma-
schine oder bis zum fertigen Bauwerk folgen. Bspw. ist die Maschine noch an den zuvor messtechnisch
bestimmten Punkten zu fixieren, oder auf den messtechnisch bestimmten Punkten ist eine Schalung zu
errichten, um anschliefend ein Betonbauwerk zu erstellen. Diese nachfolgenden Prozesse sind auch
nicht frei von geometrischen Unsicherheiten, so dass die zugelassene Malitoleranz nicht allein vom
Messprozess in Anspruch genommen werden kann. Die Maltoleranz 7 wird daher in die beiden Anteile
Vermessungstoleranz Ty und Ausfithrungstoleranz 74 aufgeteilt. Rechnerisch wird bei der Aufteilung
davon ausgegangen, dass bei Vermessung und Ausfiihrung die zufilligen Abweichungen iiberwiegen
und beide Anteile unabhingig voneinander sind. Dieses rechtfertigt im Sinne der Statistik eine quadra-
tische Fortpflanzung beider Anteile:

T? =Tg +TZ. 4)

Bei der Aufteilung ist es iiblich, fiir Tm einen prozentualen Anteil p der Malitoleranz 7" anzusetzen, bzw.
1-p fiir T4. Aus Gl. 4 ergibt sich dann

Ti=T2-T} =12~ (1-p)T) =T 1- 1 -p?. (5)
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Bspw. erhélt man fiir p = 10% fiir die Vermessungstoleranz Tj; = 0.44 - T. Die Festlegung des prozen-
tualen Anteils p mag schwierig erscheinen und birgt auch Konfliktpotenzial zwischen den fiir die Mes-
sungen und den fiir die Ausfithrung zustidndigen Personen. Es wird aber weiter unten gezeigt, dass das
Endergebnis kaum von p abhéangt.

Mit p liegt auch Ty, fest. Diese Vermessungstoleranz wird nun mit dem Vertrauensintervall aus Gl. (3)
oder Gl. (4) gleichgesetzt, wobei sehr sorgfiltig tiber die Irrtumswahrscheinlichkeit « und damit den
Faktor k zu verfiigen ist (s.o0.: Risikoabschitzung bzw. Messaufwand vs. Nachbesserungsaufwand). Es
ergibt sich dann

— L. =M
TM—2k0=>0—2_k. (6)
Bspw. erhilt man fiir p = 10% und a = 5% fiir die Standardabweichung ¢ = 0.11 - T.

Die Berechnung von ¢ aus der MaB3toleranz T hidngt also von p und von « ab. Nachfolgende Tabelle 1
soll verdeutlichen, dass der Einfluss von « wesentlicher ist als der von p.

p | TwT | T (95.0%) | /T (99.7%)
0.1 | 0.44 0.11 0.07
0.2 | 0.60 0.15 0.10
0.3 | 071 0.18 0.12
0.5 | 0.87 0.22 0.15
0.8 | 0.98 0.24 0.17
0.9 | 0.99 0.25 0.17

Tabelle 1: o/T fiir verschiedene prozentuale Anteile p in Abhéangigkeit der Wahrscheinlichkeit /-a

In Tabelle 1 ist das Verhéltnis von Standardabweichung o zu MaBtoleranz T fiir verschiedene prozen-
tuale Anteile p fiir die Fille o=5.0% und o=0.3% aufgelistet. Man erkennt, dass sich die Variation von
p deutlich abgeschwicht in einer Variation von of T niederschlégt. In der Praxis sind prozentuale Anteile
zwischen 30% bis 50% tiblich. Fiir diesen Bereich ist o/ T nahezu konstant (siche Abb. 4), sodass mittlere
Werte fiir o/T angegeben werden kdnnen: 0.20 bei a=5.0%, 0.16 bei &= 1.0% und 0.13 bei &= 0.3%.

Daher gilt fir folgender Zusammenhang zwischen Standardabweichung und Toleranz:

. T

e Fira=50%:0 =3

. T

e Fira=1.0%:0 =z

. T

e Fira=0.3%:0 =3
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Abb. 4: of/T fiir prozentuale Anteile p zwischen 30% und 50%

5. Beispiele

Beispiel 1: Absteckung von Straflen

Die zuldssigen AbmaBe (unteres Abmal3 4, und oberes Abmal3 4,) fiir die Lageposition der Achspunkte
liegen laut der ZTV Verm-StB 01 Bauvermessung im Straflen- und Briickenbau bei +/- 40 mm. Daraus
ergibt sich entsprechend Abb. 2 eine Mafitoleranz von 7'= 80 mm. Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von « = 5.0% folgt aus Kapitel 4 unmittelbar eine maximal zuldssige Standardabweichung der Lage-
messung von o= 16 mm. Fiir &= 1.0% liegt diese bei o~ 13 mm und fiir &= 0.3% bei o= 10 mm.

Falls die Risikoabschitzung eine Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 5.0% zuldsst, folgt daraus, dass zur
Absteckung ein Tachymeter mittlerer Genauigkeit verwendet werden sollte. Die Zielweiten sollten nicht
langer als 1 km sein und ein Lotstab mit Prisma zur Punktvermarkung sollte ausreichend sein. Falls die
Risikoabschitzung eine Irrtumswahrscheinlichkeit & < 5.0% verlangt, muss das Messverfahren ent-
sprechend angepasst werden. Dies ist z.B. durch Nutzung eines Tachymeters hoherer Genauigkeit, ge-
nauere Punktsignalisierungen oder kiirzere Zielzweiten moglich.

Beispiel 2: Positionierung von Kranbahnen

Bei der Positionierung von Kranbahnen im Stahlbau wird fiir die Masstoleranzen die SIA 263/1 heran-
gezogen. Die Toleranz der Hohenabweichung der Trigerbahnen liegt bei 7= 10 mm. Bei einem Ver-
trauensintervall mit ¢ = 5% folgt eine Standardabweichung von 0 = 2 mm.

Es ist nicht uniiblich, dass Stahlhallen ca. 30 m lang sind. Das Messinstrument, welches Verwendung
finden kann, wire demnach ein auf Baustellen iibliches Nivelliergerdt mit einer Standardabweichung
von 1.2 mm iiber einer Strecke von 30 m.
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6. Schlussfolgerung

Zur Ableitung der Standardabweichung o, die die Genauigkeit des eingesetzten Messverfahrens charak-
terisiert, aus der MafBtolerenz, die sich aus den funktionellen Anforderungen der Maschine oder des
Bauwerks ergibt, lasst sich folgender Ablauf festhalten:

e Berechnung der Mafitoleranz aus T aus den zuldssigen AbmalBen.
e Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit o (Risikoabschétzung bzw. Messaufwand vs. Nach-
besserungsaufwand).

° a=5.0%:>a=§, a=1.0%:>a=£, a=0.3%:>a=£.

e Auswahl des geeigneten Messverfahrens mit einer Genauigkeit c.
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